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RESUMEN

La estimacién del valor esperado de una funcion sobre areas geogréficas es un problema
que data de tiempo atras. Hasta principios del siglo XX el método mas comun solia ser
calcular la media aritmética de las medidas obtenidas en el campo. En 1911 Thiessen
introdujo una nueva forma de célculo que asignaba a cada punto de medicion un peso
relativo al area de influencia, que tenia en cuenta indirectamente la proximidad entre datos.
En 1949 Quenouville crea, en otro contexto, el método de jackknife que se utiliza para
estimar el sesgo y la desviacion estandar. En 1979 Efron inventa el método de bootstrap
gue, entre otras cosas, es apropiado para estimar el valor esperado de una poblacion asi
como su intervalo de confianza (IC). Si bien el método de Thiessen lleva usandose hace
mas de un siglo, no se han encontrado estudios sistematicos que comparen su eficacia
frente al método anterior ni frente a variantes posteriores como jackknife o bootstrap. Este
trabajo consiste en comparar cuatro métodos para la estimacion del valor esperado: el de la
media aritmética, el de Thiessen, el aqui denominado jackknifed Thiessen y el de bootstrap.
Todos ellos son aptos para aplicaciones repetitivas en una red de observacion fija. La
comparacion se realiz6 mediante el Test de Friedman tras una simulacién de Monte Carlo.
Para los datos se consideran dos casos: uno analitico mediante el estudio de tres funciones
arbitrarias, y otro experimental con datos de lluvia diaria medidos por satélite. Los resultados
obtenidos muestran que el método Thiessen es el mejor estimador en practicamente todos
los casos con el 95% de nivel de confianza. Las ultimas dos variantes tienen la virtud de
suministrar un IC que se mostré adecuado, aunque jackknifed Thiessen resulté mucho mas
ajustado, abriendo asi la puerta para futuras investigaciones.
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1. INTRODUCCION

Tanto en las ciencias de la tierra como en otras areas es necesario en ocasiones calcular un
valor representativo de una variable en un cierto dominio. Como ejemplo puede citarse la
densidad de poblacion, la lluvia promedio en una cuenca, etc. Para aplicaciones en
geociencias es corriente que se den ciertas situaciones:

e El dato a observar se conoce solamente en unos pocos lugares (puntos)
e Es costoso (0 en ocasiones imposible) agregar puntos en posiciones arbitrarias
¢ Los usos dan mas importancia al valor promedio que al dato individual

Estas y otras circunstancias aplican al caso de datos meteorolégicos. La red de estaciones
de medicién ha sido tradicionalmente fija, y por lo tanto se registran series temporales en
puntos fijos. Una variable muy popular es la lluvia diaria; ella participa en calculos
hidroldgicos, climaticos, agrondémicos, etc. y es comunicada regularmente en anuarios
estadisticos para caracterizar las condiciones de una zona. La motivacién para este trabajo
esta asociada al calculo de su valor esperado. Sin perjuicio de ello, hay aplicaciones



indirectas. El estandar NSSDA de exactitud posicional (FGDC, 1998) describe como calcular
un namero representativo del error posicional de una cartografia. Ese nimero resulta de la
expresion

Exactitud = 2.4477* 0.5* (REMC, + REMC, )

Cada uno de los dos sumandos del final responde a la formula genérica
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lo cual a su vez es el promedio de la discrepancia al cuadrado entre la coordenada del punto
de control y el valor declarado como exacto para ese punto. Las coordenadas del punto no
participan en la expresion sino a través de la discrepancia. Como se vera mas abajo, el
método de Thiessen fue creado para dar mejores estimaciones de magnitudes asociadas
con expresiones de este tipo.

Desde que existen redes de observacion meteorologica se ha intentado caracterizar la
variabilidad espacial de las mediciones. Las redes se disefian teniendo en consideracion
esos aspectos (distancia mutua, valores estimados de la correlacion espacial, etc.), asi
como restricciones practicas (facilidad de acceso, disponibilidad de energia, etc.). A
principios del siglo XX la capacidad de calculo era limitada, y por lo tanto la estimacién de la
“lluvia representativa” se hacia con el promedio simple de los datos disponibles,
independientemente de la posicion y la distancia mutua. Ya en 1911 Thiessen (Thiessen,
1911) reconocia que ese procedimiento tendia a sesgar los resultados, especialmente
cuando la densidad de las estaciones variaba mucho en el territorio. Si hay varias
estaciones relativamente proximas entre si, el valor recogido en ellas incide mucho en el
promedio espacial cuando en realidad representan un fenémeno local. Por ello propuso el
método hoy conocido como de los poligonos de Thiessen. El mismo se basa en calcular la
media ponderada de los valores disponibles en las N estaciones. El factor de ponderacion
es proporcional al area de la regién circundante que contiene puntos mas préximos a esa
estacion que a cualquier otra. Geométricamente la misma se construye por segmentos de
mediatrices mutuas entre las estaciones disponibles. La Fig. 1 muestra las regiones en un
caso sencillo.

El criterio de Thiessen se deriva en alguna medida de la primera Ley de Tobler (Tobler,
1970) que se expresa como: “todas las cosas estan relacionadas entre si, pero las cosas
mas proximas en el espacio tienen una relacion mayor que las distantes”. Thiessen adopta
como criterio de proximidad la distancia geométrica, en una aplicaciéon literal de lo que
explicitara Tobler sesenta afios después.

A pesar de su formulacién simple, el célculo de los poligonos ha sido un tema de gran
interés, tanto por parte de la comunidad de las geociencias como por matematicos e
informaticos. Fuera del area meteorolégica el problema se conoce como Diagrama de
Voronoi, y existe incluso una serie de congresos especificos dedicados al tema
(http://bioinf.spbau.ru/isvd2013/home) que atiende problemas como nuevos métodos de
célculo, implementacién en computadores paralelos, nuevas aplicaciones, etc.

La razén del persistente interés en el tema esta asociada a que el calculo no es trivial, y
para muchas dimensiones o muchos puntos se requieren cuidados especiales. Teniendo
esto en cuenta, cabe preguntarse si realmente el esfuerzo extra de calculo se justifica
atendiendo la calidad de la estimacion resultante. Contra lo que podria suponerse, no se han
encontrados trabajos bdasicos que comparen el desempefio de otras alternativas para la



estimacion de la misma magnitud. Es por ello que surge la idea de este trabajo, intentando
confirmar (o desmentir) que el método de Thiessen es superior a otros, y que a pesar de su
mayor complejidad estd justificado su uso por su mejor desempefio. Para realizar la
comparacion debe recurrirse a un experimento controlado (que se describira mas adelante)
y a la aplicacion de test estadisticos que den certeza matematica a las conclusiones. Para
esto ultimo se recurrird al Test de Friedman (Friedman, 1937; 1939). EI mismo permite
caracterizar varios métodos que han sido ensayados en diferentes eventos y tras ello puede
establecerse un orden relativo entre ellos. Tras especificar un nivel de confianza
(usualmente 95%) el test permite concluir si uno de los métodos es sistematicamente mejor
gue los demas. En la situacion que se analizara, los métodos se ordenardn de acuerdo a la
proximidad entre su estimacion y el verdadero valor.
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Figura 1: llustracion de los poligonos de Thiessen para el caso N=10

(Fuente: Elaboracion propia)

El Test de Friedman requiere un namero minimo de métodos y eventos. Para llegar a ese
minimo de métodos se han considerado las siguientes posibilidades: 1) media aritmética de
los datos disponibles 2) media remuestreada (bootstrapped) 3) poligonos de Thiessen y 4)
jackknifed Thiessen. El nimero de eventos se decide como parte de la simulacion de Monte
Carlo. Este articulo esta organizado de la siguiente forma: tras la introduccién, se describiran
los antecedentes y métodos utilizados para el analisis. Luego se mostraran los datos
obtenidos y finalmente se presentaran las conclusiones.

2. ANTECEDENTES METODOLOGICOS

Método de Thiessen:

En 1911 Alfred Thiessen propuso un método alternativo para el calculo del promedio de
lluvias en grandes superficies. Dada el area de estudio y la localizacion de las estaciones
meteoroldgicas, tomd en cuenta el area de influencia de dichas estaciones y ponder6 cada
valor por dicha area. Este proceso dio origen a lo que se conoce como Teselacion de



Thiessen, o también Diagrama de Voronoi. Este método ha sido utilizado por mas de cien
afios en problemas relativos a la lluvia, variables meteorolégicas en general, y un sinnimero
de otras aplicaciones en areas diversas.

Si bien Thiessen no manejé ese concepto, lo que se estd intentando estimar esti
estrechamente ligado a la integral de la lluvia en el espacio. Para el calculo numérico de
integrales es habitual que se intente sustituir primero la funcién por un interpolante, y luego
se calcula la integral de este Ultimo. EI motivo es practico: el interpolante suele ser mas
simple que la funcién original, y por lo tanto los calculos demoraran menos. En el problema
practico bajo estudio la funcibn no es conocida, por lo que solo esta disponible el
interpolante (que no es Unico). El estimador de Thiessen es la integral exacta de uno
particular de ellos, denominado Vecino mas préximo. Este interpolante es discontinuo en los
bordes, y constante dentro de cada una de las regiones, adoptando el valor del punto dato
en ellas. Por resultar de la interseccién de semiplanos, puede demostrarse que las regiones
son convexas.

Método de jackknifed Thiessen:

El método de jackknife fue propuesto originalmente por Quenouille (1949) para el
tratamiento de series temporales y se popularizé rapidamente. Garcia-Guzman y Calatrava-
Requena (1978) presentan un resumen general del método y analizan sus ventajas y
desventajas. El método consiste en un remuestreo sin reemplazo de la poblacién disponible,
en el cual se obtienen N valores del estimador deseado tras aplicarlo a N conjuntos de N-1
elementos en que falta el i-ésimo dato. Tras ello (y en este trabajo) se calcula la mediana de
esos estimadores, que pasara a ser lo que aqui se denominara jackknifed Thiessen, y sus
valores maximos y minimos, los que seran adoptados como estimadores de los extremos
del intervalo de confianza (IC) de la forma (min+max)/2+2*(max-min)*[-1,1]. Los nameros
“max” y “min” se corresponden al valor maximo y minimo del estimador de Thiessen
calculado con cada conjunto de N remuestreos del evento. En muchas aplicaciones el
namero N es bajo (pocas decenas) o medio (hasta el centenar), por lo que el tiempo de
calculo requerido para el jackknifed Thiessen puede no ser significativo. Esta técnica puede
aplicarse facilmente si ya estd implementado el método de Thiessen, no requiriendo
desarrollar mucho codigo adicional.

Método de Bootstrap:

Efron (1979) presenta este método como una alternativa al jackknife tradicional. A diferencia
del método anterior, propone hacer un remuestreo con reemplazo, y luego construir el
estimador como promedio de los obtenidos en cada remuestreo. También del experimento
pueden derivarse intervalos de confianza para ese valor. El remuestreo con reemplazo
significa que un dato puede estar repetido (incluso mas de una vez) en la remuestra a la que
luego se le calculara el promedio. Desde el punto de vista computacional, es mas intensivo
que el mero promedio pero sustancialmente menos demandante que el de Thiessen y
jackknifed Thiessen. El cédigo es relativamente sencillo, y sélo requiere la existencia de una
biblioteca para generar nUmeros seudoaleatorios.

3. DATOS y METODOS

Descripcion del problema para el caso Analitico:

En el caso analitico se parte de una funcion conocida de la que es posible saber con
exactitud el valor de la integral a estimar. Mediante una simulacién de Monte Carlo se hacen
M célculos en los que se eligen cada vez N puntos al azar dentro del dominio. En esas
localizaciones se evalla el valor de la funcion y finalmente se calcula la media aritmética, el
bootstrap, Thiessen y finalmente el jackknifed Thiessen. El resultado se presenta como una
tabla de M filas y 4 columnas que permite comparar qué tan buenas son las aproximaciones
por cada método en relacion al valor exacto, creando un ranking entre ellos.



Para el caso analitico se utilizaron las siguientes tres funciones:

Fhay)=x%.y
G ) = sinly). ein(3))
G ) = morrisont(1000x, 1000)

Las primeras dos son arbitrarias. La tercera es debida a Morrison (1971) y consiste en una
serie trigonométrica de 48 términos truncada hasta el tercer arménico. La misma fue
obtenida como el ajuste a datos experimentales de una localizacién real, por lo que se
estima representativa de una topografia. En los tres casos el dominio de integracién es el
cuadrado [0 1]x[0 1]. Si bien es accesible el valor analitico, para cada funcién se calculd
numéricamente la integral en el dominio con un error relativo de 10°®.

Descripcién del problema para el caso experimental:

En el segundo estudio se parte de una imagen de satélite con valores de lluvia diaria,
obtenida de http://disc.sci.gsfc.nasa.gov/precipitation/tovas. A los efectos del problema bajo
estudio puede considerarse a la imagen como una tabla que posee P>>N puntos (pixeles)
observados en campo. Igual que antes, para hacer la comparacién se simula M veces la
eleccion de N de esos puntos y se repiten los calculos. A diferencia del caso previo ahora no
hay valor “exacto” analitico disponible. Se adopta como valor exacto al resultante del calculo
con Thiessen utilizando todos los pixeles disponibles.

Se uso6 la imagen correspondiente a la ventana [-34.3 -30.5] de latitud y [-52.5 -48] longitud
del dia 20 de junio de 2014 que incluye integramente a la cuenca de la represa de Rincén
del Bonete (Uruguay). El contorno de la cuenca y la localizacién del centro de los pixeles se
muestran en la Fig. 2. Tras aplicar Thiessen con los 270 valores registrados, el valor
promedio en la cuenca para ese dia resulté ser igual a 10.8 mm/dia, el cual se adopt6 como
valor exacto. Para la simulacién se utilizaron anicamente los 97 puntos interiores al borde de
la cuenca (poligono en azul) de Fig. 2.

Organizacion de los célculos

Sea N el numero de puntos con datos conocidos. Se utilizaron distintos valores de N para
determinar cuanto mejora la estimacion del verdadero valor a medida que N aumenta. Se
analizaron para N los valores 5, 10, 20, 40 y 50. Para cada funcion y N, se realiz6 una
simulacién de Monte Carlo. En cada uno de ellos y para el caso analitico, las coordenadas
de los N puntos fueron generadas en forma pseudoaleatoria, especificando la semilla de
forma hacer repetible la secuencia con las mismas condiciones. Con esas coordenadas se
evalué la funcion analitica, obteniéndose los N valores funcionales. Con ellos, y para cada
evento, se obtiene una estimacion del valor esperado mediante la aplicacién de los cuatro
métodos mencionados. Para el caso experimental se seleccionaron al azar los N puntos de
entre los disponibles, reteniendo su valor y sus coordenadas.

La comparacién entre métodos se realiz6 siguiendo el Test de Friedman (Friedman, 1937;
1939) el cual consiste en analizar la hipotesis de que los métodos no se diferencian entre si.
El dato de entrada es una tabla del ranking entre métodos, con tantas columnas como
métodos y tantas filas como eventos. Cada elemento es un nimero ordinal (1, 2, 3, etc.) que
indica el desempefio relativo de cada método. El test admite la posibilidad de empates, tanto
en los datos de entrada como en los resultados. En el caso bajo analisis el desempefio fue
calculado tras comparar la diferencia en valor absoluto entre el resultado numérico y el
verdadero valor. EI método calificado como 1 seria aquel que para ese evento discrepa
menos (en valor absoluto) y el calificado como 4 el que discrepa més. Para la aplicacion del
test se especificd un nivel de confianza de 95%.

La simulacion de Monte Carlos inici6 con M=2000. Se generaron 2 grupos disjuntos y se
comparo6 el resultado del Test de Friedman que dio distinto para cada grupo. Se procedi6 a ir



incrementando cada grupo con 2000 eventos y compararlos en nuevamente. Al llegar a
10000 eventos, el resultado del Test fue igual para cada grupo, evitando las posibles
implicancias de los numeros seudoaleatorios generados. Para graficar los resultados se us6
el total de 20000 eventos. La maquina utilizada para los célculos fue del tipo Intel, con
procesador i7 4770K (4 cores 3.5GHz) y la simulacién del total de casos requirié 96 horas.
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Figura 2: Cuenca de la represa del Rincén del Bonete y localizacion del centro de los pixeles
(Fuente: Elaboracion propia)

4. RESULTADOS OBTENIDOS

A continuacion se muestran los datos obtenidos de las simulaciones de cada funcion. Las
filas (de arriba hacia abajo) representan los N puntos obtenidos al azar, en el orden 5 10 20
40 y 50. Las columnas (de izquierda a derecha) muestran los resultados para cada método
analizado: media aritmética, bootstrap, Thiessen y jackknifed Thiessen.

Notese en la Fig. 3 la fuerte dispersion que muestra la media aritmética independientemente
de N, y la rapida concentracién que se logra con jackknifed Thiessen. N6tese también que
los estimadores tienden a ser sesgados cuando N crece. Se observa que el IC es
progresivamente mas estrecho, y que las distribuciones experimentales no lucen en general
como de Gauss. En la Fig. 4 se repite el patron de concentracion alrededor del verdadero
valor del jackknifed Thiessen en comparaciéon con los otros, pero ahora no es tan notorio el
sesgo. En este ejemplo (tal vez mas realista que el previo) las distribuciones tienden a ser
simétricas. En el caso de la funcién de Morrison Ill (Morrison, 1971) ilustrado en la Fig. 5 se
muestra que los métodos derivados de Thiessen son relativamente insesgados, y que el
jackknifed Thiessen confirma su tendencia de tener los intervalos de confianza mas
ajustados. El verdadero valor en ningln caso (ningdn método y ningun N) estuvo fuera del
IC al 90%, aunque para IC estrechos estuvo proximo al techo. Para el caso experimental, en
la Fig. 6 se nota que el comportamiento de los métodos es similar al de las funciones
analiticas, dando una mejor estimacion de jackknifed Thiessen y un sesgo decreciente



cuando N aumenta. La dispersion muestra una distribucion bastante simétrica, asimilable a
una de Gauss.
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Figura 3: Resultados de simulacién para la funcién x**y. En rojo se indica el verdadero valor (idéntico
en todas las gréaficas), y en verde los percentiles experimentales al 5y 95%. El rango de abscisas es
idéntico en todos los graficos. (Fuente: elaboracion propia)
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Figura 4: Resultados de simulacién para la funcion de sin(x)*cos(3y). En rojo se indica el verdadero
valor (idéntico en todas las gréficas), y en verde los percentiles experimentales al 5 y 95%. El rango
de abscisas es idéntico en todos los graficos. (Fuente: elaboracion propia)

Puede observarse que los métodos han quedado ordenados, de izquierda a derecha, por la
longitud decreciente del IC, lo que muestra un favoritismo por los dos ultimos. Sin embargo,
debe sefialarse que ese resultado no seria decisivo, ya que lo representado es
consecuencia de una simulacién. En un caso practico (un Unico evento) deberia valorarse
positivamente que el bootstrap y el jackknifed Thiessen generan ellos mismos un IC para
ese evento. En los célculos realizados (no mostrados aqui) se pudo ver que en mas del 90%
de los casos el IC definido como [media-2*desviacion, media+2*desviacion] para el
bootstrap efectivamente contenia el valor exacto cuando N=10, 20, 40 o 50, mientras que
para el caso de N=5 el mismo intervalo lo incluia en méas del 84% de los casos. Por su parte
en el IC de jackknifed Thiessen incluia al valor exacto en mas de un 92% de los casos.
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Figura 5: Resultados de simulacion para la funcién de Morrison Ill. En rojo se indica el verdadero
valor (idéntico en todas las gréficas), y en verde los percentiles experimentales al 5y 95%. El rango
de abscisas es idéntico en todos los gréaficos. (Fuente: elaboracién propia)
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Figura 6: Resultados de simulacion para estimar la lluvia en la region de la Figura 2. En rojo se indica
el verdadero valor (idéntico en todas las graficas), y en verde los percentiles experimentales al 5y
95%. El rango de abscisas es idéntico en todos los graficos. (Fuente: elaboracion propia)

De todas formas, los graficos previos aun no son decisivos para responder a la pregunta de
“¢vale la pena el esfuerzo de programar Thiessen y sus variantes, frente a alternativas mas
simples?” porque se han utilizado histogramas y se pierde la informacion dentro de cada
evento. Para ello puede utilizarse el test de Friedman. En la Tabla 1 puede observarse el
ranking entre los cuatro métodos considerados, para las tres funciones y en funcién del valor
de N. El valor de “1” indica que fue el mejor, y el valor de “4” el peor. Si estadisticamente no
puede discernirse que un método es mejor que otro ello se indica como un empate: ver por
ejemplo el caso de la funcion Morrison Il para N=40, que arroja un empate entre el tercer y
cuarto método. Si, como era el objetivo de este trabajo, la pregunta era relativa a la
comparacion entre el mero promedio y el método de Thiessen, la conclusion para todas las
funciones, excepto Morrison lll, es que sistematicamente Thiessen es mas adecuado. Para



la funcion de Morrison Ill esa precedencia falla cuando N=5, 10 o 20, mientras que para N
mayores el método de Thiessen supera al mero promedio.

Lo inesperado de este experimento viene por el desempefio del jackknifed Thiessen: es
practicamente en todos los casos la mejor opcién, excepto cuando el nUmero de puntos es
muy pequefio, o como en el caso de la lluvia que Unicamente queda en segundo lugar
cuando N=10. Posiblemente ese resultado sea estadisticamente cuestionable dado el
pequefio tamafio de la muestra. El método de bootstrap aplicado para el calculo de la media
dio resultados comparables con el promedio, aunque tipicamente lo supera. La ventaja
esencial respecto al mero promedio es la posibilidad de suministrar un IC, calculable incluso
en situaciones practicas, por lo que seria recomendable considerar su uso. Comparte esa
ventaja con el jackknifed Thiessen.

N X2y sen(x)*sen(3y) Morrison Il Lluvia

5 3 4 1 2 3 4 1 2 2 3 4 1 3 4 2 1
10 3 4 1 2 3 4 2 1 2 3 4 1 3 4 1 2
20 3 4 2 1 3 4 2 1 2 2 4 1 3 3 1 2
40 3 4 2 1 3 4 2 1 3 3 2 1 3 4 1 2
50 3 4 2 1 3 4 2 1 3 4 2 1 3 4 1 2

Tabla 1: Resultados del Test de Friedman para las tres funciones analiticas consideradas. El ranking
fue construido tras considerar 20000 eventos con un nivel de confianza de 95% (Fuente: elaboracién

propia)
5. CONCLUSIONES

A partir del andlisis de los histogramas y de los resultados del Test de Friedman obtenidos
de las simulaciones, puede concluirse que en todas las funciones estudiadas, salvo en la
superficie de Morrison Il 'y para N pequefios, el método de Thiessen ofrece
sisteméticamente una mejor estimacién que la media aritmética y su variante el bootstrap.
Tras la simulacion realizada, ese resultado puede ahora apoyarse en un nivel de confianza
del 95%, y de acuerdo con la literatura consultada se entiende que éste es un resultado
original. Para la funcion Morrison Il en particular, se precisa un N igual o superior a 40. Una
explicacion de este comportamiento es la gran variacién que tiene la superficie en (x,y). Con
un valor pequefio de N el método de Thiessen no logra capturar esas variaciones.

Por su parte, jackknifed Thiessen resulta ser un mejor estimador que el propio Thiessen en
las funciones analiticas. Esta mejora es a base de tiempo extra de calculo, que se hace
significativo cuando N aumenta. Para las funciones analiticas el tiempo fue 1.3x con N=5,
2.8x con N=10 y 4x con N=20. Dada la diferencia significativa de tiempos, podria pensarse si
vale la pena el calculo. No obstante, una ventaja que ofrece frente a Thiessen es que
ademas del valor produce un IC. Si el problema lo justifica, una alternativa a explorar es la
de realizar este calculo mediante el uso de cores de tarjetas gréficas.

Para las funciones analizadas bootstrap resulta en casi todos los casos peor que la media,
salvo algun caso particular donde empata. Pero al igual que jackknifed Thiessen, este
método brinda un IC. M&s all4 de estos casos particulares, bootstrap es un método conocido
y comprobado en su efectividad, econémico y sencillo y por lo tanto de uso practico si se
requiere un IC.
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